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Umkehrung und Umkehrfunktion Datum

Das Vertauschen von x und y 15. Januar 2009

1 Operation und Umkehr-Operation

Bei einer Funktion y = f(z) werden bestimmte Operationen auf x angewandt, so dass zu je-
dem z aus der Definitionsmenge D ein y zugeordnet wird. Die Umkehrfunktion x = i(y) wiirde
unter bestimmten Voraussetzungen aus dem y wieder genau ein x bestimmen.

Die Umkehr-Operation hebt die Wirkung der Operation auf, wenn wie im unteren Beispiel die
Operation ,verdoppeln” durchgefithrt wurde, so hebt die Umkehr-Operation ,halbieren” die
Wirkung der Operation wieder auf, und man gelangt wieder zum urspringlichen x.

Beispiele:

Operation Beispiel | Umkehroperation Beispiel
addieren y =« + 2 | subtrahieren T=y—2
multiplizieren | y = x -2 | teilen (dividieren) T=19y:2
quadrieren y = x2 Wurzel ziehen (radizieren) | z = +,/y
potenzieren y=a" n. Wurzel ziehen =43y
exponieren y=e" logarithmieren r=1Iny

Allgemein kommt man zur Umkehr-Operation indem man x und y vertauscht, und dann die
Gleichung wieder nach x umstellt. Schauen wir uns dies am Beispiel des potenzierens noch
einmal genauer an: Wenn f(z) die Funktion ist, die zu jedem z die n. Potenz von x bildet, so
lautet die Funktionsgleichung mit der Operation , potenzieren”:

1. f(z) = 2", hierbei interpretieren wir y = f(z) und schreiben erneut:

2. y = 2", nun kommt der wesentliche Schritt der Umkehrung, namlich das Vertauschen x
mit y:

3. x = y", diese Art der Funktionsgleichung gilt naturlich nicht mehr fir die Ursprungs-
funktion f(x), sondern jetzt fur die Umkehrfunktion i(z) von f(z)

4. +/x = y ergibt sich durch das n. Wurzelziehen (Radizieren) der getauschten Gleichung

5. i(z) = + {/x ware also die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion

Wir wissen hierbei, dass bei geraden Exponenten, z.B. n = 2 (quadrieren), auch negative Ar-
gumente prinzipiell zu beachten sind. Damit eine Umkehrfunktion aber eine Funktion ist, d.h.
eindeutige Funktionswerte liefert, mussen wir die Wertemenge der Umkehrfunktion kiinstlich
einschranken. Ein Beispiel f(z) = 2> = y = 2? liefert nach z aufgelost: z = +,/y, d.h. zu
jedem y gibt es zwei x. Wenn wir nun fiir die Umkehrfunktion x und y vertauschen, hatten wir
eigentlich y = +,/x, was wegen dem + aber keine Funktion wére. Also wird es eine Funktion,
wenn wir nur noch positive Werte zulassen: i(x) = +/x.



2 Umkehrfunktionen

Liegt eine Umkehrfunktion i(x) vor, kann man ihren Graphen graphisch auch durch Spiege-
lung an der Winkelhalbierenden y = = des Graphen des Ursprungsgraphen f(z) ermitteln.

2.1

Beispiel: f(z) =z

. Zeichne den Graphen der Funktion, z.B, y = =

2

. Zeichne den Graphen der Winkelhalbierenden y = =

Fihre eine Achsenspiegelung an dieser Winkelhalbierenden durch (z.B. durch geschick-
tes Knicken des Papieres, mit Spiegel, oder durch genaues Abmessen mit dem Geodrei-
eck) und zeichne so die Umkehrfunktion i(x). Fiir die Umkehrfunktion ist nur der positive
Wurzelast zu gebrauchen, damit es sich um eine eindeutige Funktion handelt.

Die nebenstehende Zeichnung verdeutlicht
den Zusammenhang der Graphen. Die Aus-
gangsfunktion f(z) = 22 ist in der Farbe
Magenta gezeichnet. Dann erkennt man die
blaue Winkelhalbierende y = x. Und schliels-
lich sind die beiden Wurzelaste dargestellt,
die sich aus der Spiegelung von f(z) an der
Winkelhalbierenden ergeben. Hiervon benut-
zen wir nur den oberen grunen Wurzelast
i(r) = ++/x, damit i(z) auch tatsdchlich eine
Funktion ist, die jedem x eindeutig auch nur
ein y zuordnet. Den roten unteren Wurzelast
—+/, den wir auch aus der Spiegelung von f(x)
an der Winkelhalbierenden erhalten wirden,
beachten wir nicht; er ist als Teil der Funkti-
on verboten.



2.2 Weiteres Beispiel mit der Exponentialfunktion

N Die nebenstehende Zeichnung verdeutlicht den Zusam-
. menhang der Graphen. Die Ausgangsfunktion f(z) = €*
ist in der Farbe Magenta gezeichnet. Die Exponentialfunk-
61 tion nimmt ihr Argument z als Exponenten (Hochzahl).
Dann erkennt man die blaue Winkelhalbierende y = =.
4 Und schlieBlich ist die griine Umkehrfunktion i(z) = +Inz
dargestellt, die nur fur positive x > 0 definiert ist. In steht
9 fur Logarithmus naturalis, also sogenannter naturlicher
Logarithmus. Er ist als Umkehrung der Exponentialfunktion
—— —— notwendig. Eine Gleichung z.B. ¢* = 10 kann nur mithil-
—4-3-2- 1237 fe des Logarithmus naturalis nach z aufgelost werden:
—9 ] e* =10 |In = In(e’) =In10 =
x =1n10 = 2,3025850929940456840179914546844.
4
_6 Weitere Ubungen zum Logarithmus finden sich z.B. unter:
http://www.warncke- family.de/fos/wachstum_brunnen.pdf
_g | und ausfithrlich zum Bearbeiten uiber die Osterferien
http://www.warncke-family.de/fos/wachstum_ostern.pdf.

URL dieses Dokumentes ist http://www.warncke-family.de/fos/umkehrfunktion.pdf.
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